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Les notions de base :
Définition. —
(i) Un topos est une catégorie localement petite
qui est équivalente a la catégorie des faisceaux d’ensembles
Cy
sur une catégorie essentiellement petite C
munie d’une topologie de Grothendieck J.
(ii) Un morphisme de topos f : £’ — £ est un foncteur f*: £ — &' qui
e respecte les colimites arbitraires
(ou, ce qui revient au méme, admet un adjoint a droite f, : £’ — &),
e respecte les limites finies.

Définition. —

(i) Un morphisme de toposj: &' — &

consistant en un foncteur j* : £ — £’ d’adjoint j, : £ — £’

est appelé un ‘plongement” si sa composante d’image directe
ji: &> & est pleinement fidele.

(i) Les sous-topos d’'un topos £ sont les classes d’équivalence

de plongements j:&' — E.
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Une raison de I'importance des topos :
I'incarnation topossique de la sémantique des théories

e Toute théorie “géométrique du premier ordre” T permet d’associer
— atout topos £ une catégorie localement petite
T-mod(&)
des modeles de T paramétrés par &,
— atout morphisme de topos f: £/ — &£
un foncteur de changement de paramétres
f*: T-mod(&£) — T-mod(&’).

Théoréme. — (i) Pour toute telle théorie géométrique T

existe un topos Er (unique a équivalence pres)

qui “classifie” les modéles de T

au sens que, pour tout topos &, la catégorie de modeles
T-mod(€&)

est naturellement équivalente a la catégorie

Geom(&, E1) = {catégorie des morphismes de topos £ — Er}.

(i) Réciproquement, pour tout topos &,

il existe une infinité de théories T qui “décrivent” £ au sens que
E=¢&r
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Une raison de I'importance de la notion de sous-topos :
sa double description topologique et logique
Théoréme (SGA 4). — Si un topos £ est associé a un site (C,J), avec donc
) £=¢y ,
ona:

(i) Toute topologie de Grothendieck J' sur C qui contient J
définit un sous-topos

é\J/ — é\J .
(i) Réciproquement, tout sous-topos £’ — £
est associé de cette maniere a une unique topologie J' © J de C.

Théoréme (thése d’Olivia Caramello). —
Si un topos £ est associé a une théorie géométrique T, avec donc

E=¢ér

on a:

(i) Toute théorie T’ quotient de T
(définie en ajoutant des axiomes a ceux de T, sans modifier son vocabulaire),
décrit un sous-topos

511‘/ — 5’]1‘
(i) Réciproquement, tout sous-topos £’ — £ est associé
a une théorie quotient T’ de T, unique a équivalence syntactique preés.
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Comment se donner concrétement une topologie ?

e Une topologie J sur une catégorie C essentiellement petite
est une application qui associe a chaque objet X

— un ensemble de “cribles” c’est-a-dire de sous-préfaisceaux
C — Hom(e, X)
appelés les “cribles couvrants” de X pour J,
— ou, de maniere équivalente, un ensemble de familles de morphismes
(X =5 X)ies
appelées les “familles couvrantes” de X pour J,
et qui satisfait trois axiomes dits de  “maximalité”, “stabilité”, “transitivité”.
e Toute intersection de topologies sur C est une topologie, donc toute famille de cribles
“engendre” une plus petite topologie qui les contient comme cribles couvrants.
e Une topologie peut étre donnée par

(1) une famille de cribles qui 'engendre,
(2) une condition axiomatique qui caractérise les cribles couvrants pour J,
(3) une application “base”
X — By = ensemble de familles de morphismes (X; < X);c/
telle qu’un crible d’un objet X soit “couvrant” pour J
si et seulement si il contient une famille de morphismes qui soit élément de By.
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Comment se donner concrétement une théorie quotient ?
e Une théorie géométrique T consiste en
un vocabulaire (ou “signature”) constitué par
— des “noms d’objets” (ou “sortes”),
— des “noms de morphismes” (ou “symboles de fonctions”)
— des “noms de sous-objets” (ou “symboles de relations”)

et des axiomes qui ont la forme d’implications (ou “séquents”)
entre formules géométriques

@(X) FP(X).
e Une théorie quotient T’ de T consiste en le méme vocabulaire
et des axiomes supplémentaires toujours de la forme
@' (X) P’ (X').
e Deux théories quotients T¢ et T» de T sont “syntactiquement équivalentes
si toute implication ©(X) F 1 (%)

»

démontrable dans 'une est démontrable dans l'autre.
— Le vérifier est équivalent au probléme général de démontrabilité.
— C’est équivalent a demander que les deux sous-topos

511‘1 — 5’1[‘ et 5'11‘2 — 5’]1‘

se confondent.
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Comment construire le topos classifiant d’'une théorie ?

e Une théorie géométrique T définit une “catégorie syntactique” Cr
munie de la “topologie syntactique” Jr telle que
Er = (CT)JT .

Cependant, la catégorie Ct n’est pas explicite en général
puisque sa description fait appel a la notion de T-démontrabilité.
e Si T est écrite comme quotient d’'une théorie géométrique X
pour laquelle on dispose déja d’une représentation

gziaj, ona ETEé\J/
pour une topologie J' de C qui contient J.
Chaque axiome supplémentaire de T par rapport a £
O F ()
définit un morphisme (@ A V) (X) — @(X) dans C,.
Alors J'2 J est la topologie la moins fine pour laquelle
ces morphismes sont couvrants.

e Si X est une théorie vide (c’est-a-dire sans axiomes)

ou plus généralement cartésienne, on a ~
Es =Cs

si Cs est la “catégorie syntactique cartésienne” de L.
e La description de C;x est simple et complétement explicite
si £ n'a pas de “symboles de fonctions”.
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Ordre et opérations internes sur les sous-topos :

Proposition. — Pour tout topos &, ses sous-topos forment un
ensemble ordonné par l'inclusion.

Remarques :

(i) Si & = Cy, une inclusion entre sous-topos £’ < £”

avec &' =C, et E"=Cy

correspond a une inclusion en sens inverse J' D J”.

(i) Si & = &r, une inclusion entre sous-topos £’ < £”

avec E&'=&n et &£"=&, ouT’,T” =quotients de T,
signifie que tout axiome de T"” est démontrable dans T'.

Proposition. —
(i) Toute famille de sous-topos (&;)ic; d’'un topos &
admet une réunion | J &; et une intersection (\ &;  caractérisées par
i€l iel

U&<&gseaE<E, viel,

icl

E'<NESE <E, Viel.

iel
(i) Pour tous sous-topos &1, &> existe un sous-topos de “différence”
E\E  caractérisé par
ENE < E' & & <&EUE'.
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Les expressions concréetes d’une réunion de sous-topos :

Proposition. — Pour tout topos £ défini par une topologie J
sur une catégorie essentiellement petite C, et toute famille de sous-topos
Ei— &, i€l

définis par des topologies J; O J de C, le sous-topos

U Ei— &

i€l
est défini par la topologie (N J; de C.

iel

Remarque :

Si chaqgue topologie J; est définie par une application base X — B;(X), alors

un crible C sur un objet X est couvrant pour () J; si et seulement si, pour tout
iel

i € 1, il contient une famille de morphismes qui soit élément de 5;(X).

Proposition. — Si £ = &7 et les sous-topos & — &£, i € 1,
correspondent a des théories quotients T;, i € |, de T,
alors le topos | J &; correspond a une théorie quotient T’

i€l
si et seulement si les implications T'-démontrables ¢ (X) - P (X)
sont celles qui sont demontrables dans chaque théorie T;, i € I.

L. Lafforgue Opérations sur les sous-topos Vendredi 29 mars 2024  9/21




Les expressions concréetes d’une intersection de sous-topos :

Proposition. — Pour tout topos £ qui classifie une théorie géomeétrique T
et toute famille de sous-topos
E— &, el

qui classifient des théories quotients T; de T, le sous-topos

ﬂ 5,‘ — &

iel
classifie la théorie quotient T’ de T dont la famille des axiomes est la réunion
des familles d’axiomes des théories T, i € I.

Proposition. — Si £ = @ et les sous-topos & — &, i € |,
correspondent a des topologies J; O J de C, alors le sous-topos ) &;
- el
correspond a la topologie engendrée par la famille des cribles
X— U Ji(X).

iel

Remarque :
En particulier, si chagque topologie J; est engendrée par une famille de cribles,
alors la topologie qui correspond a () &;
- iel
est engendrée par la réunion de ces familles de cribles.
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La notion de fermeture d’un crible :

Définition. — Soit C une catégorie essentiellement petite.
Soit J une topologie de C ou plus généralement une application
X — J(X) = ensemble de cribles de X
qui est “stable” au sens que, pour tout morphisme de C
x: X' — X
I'application x* envoie J(X) dans J(X').
Alors un crible C sur un objet X est dit “J-fermé”
si un morphisme x : X’ — X est dans C
des qu’il existe un crible C' € J(X') tel que

x'

(xox: X" X4 x' X xyec, vix' 25 x)ec.

Lemme. —

(i) Dans cette situation,

foute intersection de cribles J-fermés sur un objet X
est encore un crible J-fermé sur X.

(i) Par conséquent, pour tout crible C sur X,

il existe un plus petit crible J-fermé C sur X

qui contient C.
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Une formule d’engendrement des topologies :
Voici une version simplifi€ée d’'un théoréme d’Olivia Caramello
fondé sur les “opérateurs gauche et droite de Joyal” :

Théoreme. — Soit C une catégorie essentiellement petite.
Soit J une application
X — J(X) = ensemble de cribles de X
qui est “stable” par images réciproques par les morphismes x : X’ — X de C.
Alors la topologie J engendrée par J est constituée des cribles

C sur les objets X de C

tels que -
C est le crible maximal de X.

Corollaire. — Soit (J;)jc; une famille de topologies surC.

Alors la topologie engendrée par la réunion X — | Ji(X)
iel

est constituée des cribles

C sur les objets X de C
tels que I'unique crible contenant C qui est J;-fermé pour tout i € |
est le crible maximal sur X.
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Les expressions topologiques des différences de sous-topos :

e On considere deux sous-topos d’un topos &
51 — & 52 — £.
Leur différence est le sous-topos £1\&x caractérisé par I'équivalence
EN\ESE & E <EUE.

Théoréme. — Supposons que £ = C,
et que les sous-topos &; et &> correspondent a deux topologies de C
Ji DO J et J D J.
Alors le sous-topos £1\&» correspond a la topologie
Jo = (o = Ji)

pour laquelle un crible
C sur un objet X de C

est couvrant si et seulement si :
e Pour tout morphisme x : X' — X,
le crible maximal est I'unique crible sur X' qui

— contient x*(C),

— est J;-fermé,

— estJr-couvrant.
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La notion d’image d’un morphisme de topos :

Définition. — Un morphisme de topos f: £' — &
est appelé une “submersion” si le foncteur
f*.&£— &'
est fidele ou, ce qui revient au méme,
si, pour tout objet E de &, l'application
f* : {sous-objets de E} — {sous-objets de f*E}

est injective.

Proposition. — Soit un morphisme de topos f: £/ — &.

(i) Lensemble des sous-topos £1 — & tels que f se factorise en
E'— & — €&

possede un plus petit élément

appelé Iimage de f et noté Im(f) — £.

(i) La factorisation de f en

& ym(f) — &
est caractérisée par la propriété que le morphisme induit
& L m(f)
est une submersion.
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Les opérations d’image directe et d’image réciproque des sous-topos :

Définition. — Tout morphisme de topos f: £/ — &
définit une application d’image directe
f. : {sous-topos de £’} — {sous-topos de £}
qui associe a tout sous-topos £{ — &4
I'image dans £ du morphisme composé

e Le

Lemme. — Pour tout morphisme de topos f : £’ — &, I'application
f. : {sous-topos de £’} — {sous-topos de £}

respecte la relation d’inclusion des sous-topos,

et elle respecte les réunions arbitraires de sous-topos (£ — E')jc/

&<U8>=U&@W

iel i€l

Corollaire. — Cette application d’image directe des sous-topos f,
posséde un adjoint a droite
f~1 : {sous-topos de £} — {sous-topos de £’}
caractérisé par la propriété que
f(EN) <& & & <f&.
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Les expressions logiques des images directes :

Proposition. —
Considérons une théorie géométrique T et un morphisme de topos

m:& — &r
qui correspond a un modele de T paramétré par £

M e T-mod(E).

Alors le sous-topos image

Im(m) — &p

est associé a une théorie quotient Ty de T

si et seulement si Ty, est une “théorie du modéle M”
au sens que les implications

@(X) = b(X)
qui sont démontrables dans Ty
sont exactement celles qui sont vérifiées par le modele M
au sens que le monomorphisme de & qui relie leurs interprétations

Mo ANb) — Mo

est un isomorphisme.
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Les expressions faisceautiques des interprétations de formules :

e Considérons une catégorie essentiellement petite C
munie d’une topologie J, avec les deux foncteurs adjoints

(j*:(?—>a;,j* :a;<—>5>.
e Considérons d’autre part une théorie géométrique T
écrite dans un vocabulaire £ constitué de noms
d’objets, de morphismes, et de relations.
e Un modéle de % dans @ est un foncteur

M : C® — ¥X-mod(Ens)

tel que
e pour tout nom d’'objet A de X, le préfaisceau
MA:C® — Ens estun J-faisceau,
e pour tout nom de relation R — A; --- A, de L, le sous-préfaisceau
MR — MA; x --- x MA, estun J-faisceau.
e Un tel modéle M de X est un modeéle de T dans C,
si et seulement si, pour tout axiome de T
@(R) FW(X), X = 04" xi),
le plongement entre sous-préfaisceaux de MA; x --- x MA,
— MloAd) — Me
est transformé par j* : C — C, en un isomorphisme.
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Les expressions logiques des images réciproques :
e On considére toujours un morphisme de topos
m: a, — &r

correspondant a un modele M

d’une théorie géométrique T de vocabulaire

dans le topos C, des J-faisceaux sur une catégorie C.

e Considérons une théorie quotient T’ de T définie par des axiomes additionnels
@i(X) Fi(X), i€l

et le sous-topos qui lui est associé

gjr/ — &Er.
e Pour chaque tel axiome ¢, - 1y, on considére
le monomorphisme canonique entre les préfaisceaux d’interprétation
M(@i Abi) = Meo;
puis, pour tout objet X de C et tout élément
Xi € M;(X) = Hom(y(X), Mo;)

le crible induit
Cx, = M(@i Ai) Xme,; Y(X) = y(X) = Hom(e, X).
e Alors le sous-topos de C, image réciproque de £/ < Er
est défini par la topologie J' D Jde C
qui est engendrée par J et par la famille (stable) des cribles
S Cx, — Hom(e, X) .
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Les expressions topologiques des images directes :

Proposition. — Considérons un site (C,J) et un morphisme de topos
f:& — a/

qui correspond a un foncteur
F.:c—¢& (aecF=fojoy:cLcse D
qui est
o ‘plat” au sens que I'unique prolongement de F qui respecte les colimites
F:C—¢
respecte aussi les limites finies
e ‘“J-continu” au sens qu'il transforme les familles J-couvrantes
(%)
en familles épimorphiques de £.
Alors le sous-topos image

iel

Im(f) — C,
est défini par la topologie J' O J de C pour laquelle
une famille de morphismes de C

)

i€l
est J’ -couvrante si et seulement si

sa transformée par F est épimorphique dans £.
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Les expressions faisceautiques des conditions d’épimorphie :

e On considére toujours un foncteur F:.Cc—¢&

d’'une catégorie essentiellement petite C dans un topos &.

e On suppose que & est écrit comme le topos des faisceaux
ﬁK sur un site (D, K).

e Le foncteur F C — &= DK est plat si et seulement si

le composé C LDk D respecte les limites finies.

e Pour toute famille de morphismes de C de but un objet X

=X : Xi — X)ier,

X
tout objet D de D et tout élément
d € F(X)(D) =Hom(y(D), F(X)),
les morphismes d’ : D’ — D de D qui s’inscrivent dans au moins un carré commutatif

y(0") 2L y(p)

ld

F(x;)
—— F(X)

F(X)
formentuncrible Cx,pg de D.

Proposition. — Le foncteur F est J-continu si et seulement si, pour tout J-recouvrement
X =(x:Xi— X)ies (dans un sous-ensemble qui engendre J),
les cribles associés Cx,p,q4 des objets D de D sont K-couvrants.
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Les expressions topologiques des images directes
et réciproques de sous-topos :

e On considére un morphisme de topos f:Dx — Cy
défini par un foncteur plat et J-continu F:C — Dk.
Proposition. —

(i) Pour tout sous-topos Dy — Dy défini par une topologie K' O K de D,
son image par f est le sous-topos (?J/ < C, défini par la topologie J' O J de C
pour laquelle une famille de morphismes
X =(X:Xi — Xies
est J' -couvrante si et seulement si,
pour tout objet D de D et tout élément d € F(X)(D),
le crible associ¢ Cx p,4 de D est K'-couvrant.
(i) Pour tout sous-topos C] S
son image réciproque par f est le sous-topos
Dyr < Dy défini par la topologie K' © K de D
engendrée par K et par la famille stable de cribles
Cx,pa desobjets D de D

associés au choix d’une famille J'-couvrante

X =(xi: Xi — X)je; (dans un sous-ensemble qui engendre J’ surJ)
et d’un élément d € F(X)(D).
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