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Points des topos et mesures de Dirac associées :
Définition. — Pour tout point d’'un topos £  x = (x*,x,) : Ens — &,
la mesure de Dirac associée est I'application
5x:0b(£) — NU{+oo},
E — #(x*E).

Remarques. —
(i) Pour toute suite (C, J), le foncteur canonique
g.c s CA/—> 5J
permet d’associer a tout point x de (i, la mesure induite

dx:0b(C) — NU {400},
X — #(xX)).

—

(if) Pour toute théorie géométrique T, les points de & = (Cr),.
sont les modéles ensemblistes M de T.
lls définissent des mesures de Dirac des formules géométriques

@ = @(X) écrites dans la signature ~ de T

om Ob(Ct) — NU{+oo}
e =0(X) — #(Mo(X)).
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Propriétés générales des mesures de Dirac des topos :

Lemme. — La mesure de Dirac b, associée a un point x d’un topos &
possede les propriétés suivantes :

(1) Pour tout morphisme E' - E de &, on a
{. dx(E') < bx(E) sie estun monomorphisme,

o O4(E') =04(E) sie estunisomorphisme,
o O4(E') > 04(E) sie estun épimorphisme.
(2) Si E est recouvert par une famille (E; — E) ona bx(E) < > 5x(Ej)
avec égalité si E =] E;. =
- icl
(3) Pour tous sous-objets E’, E” d’un objet E, on a
Ox(E’) + 04(E") =04(E'"V E")+ 64(E'" NE").
(4) Pour tout morphisme E' — E de &
tel qu’existent une famille couvrante (Ex — E)kex
et des isomorphismes au-dessus des Ei
Ex xe E' — [ Exk, ona &x(E')=#I)-8x(E).
i€l
(5) Pour tous objets E1, Eo o§e E,ona
Ox(Eq x Eo) = 64(Eq) - 6x(E2) (en posant 0 - (+o0) =0)
et, pour l'objet terminal 1 =1 de &, on a ox(1)=1.
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Propriété des mesures de Dirac des sites :

Corollaire. — Pour tout site (C,J) munide ¢ :C <5 C L C),
la mesure de Dirac 6, associée & un point x de C, vérifie :
(1) Pour tout morphisme X' % X de C, on a

{. dx(X') < d4(X) siu estun monomorphisme,

o O4(X')=0x(X) siu estunisomorphisme,
o Sx(X')>84(X) siX' L X estdJ-couvrant.

(2) Si X est recouvert par une famille (X; — X)jc;, 0na  8x(X) < 3 6x(X))
iel

avec égalité si (X)) =[] e(X)).
icl
(3) Pour tous sous-objets X', X" d’un objet X, on a

Ox(X') + 8x(X") = dx (Y (X") A y(X")) + 8x(E(X") VE(X")) .

(4) Pour tout morphisme X’ — X de C
tel qu’existent une famille J-couvrante (Xx — X)kex
et des isomorphismes au-dessus des £(Xk)

X)) <o) UX) — [UXk), keK , ona &/(X')=#I)-5«(X).

icl
(5) On a pour tous objets Xi, X> de C
8x(¥(X1) x y(Xe)) = 8x(X1) - x(Xe)
et, pour 'objet terminal 1 de C ou Cy dx(1) =1.
IS
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Propriétés des mesures de Dirac des théories :

Corollaire. —
Pour toute théorie géométrique du premier ordre T de signature £,
la mesure de Dirac &y, associée a un modele ensembliste M de T vérifie :

(1) Pour toutes formules géométriques ¢ (X) et\(X, y) de Z, on a
{o dm() < du(p) siy estvide et 5 @ est T-démontrable,

o Sy() >dule) si(FYN(X,y) % ¢ est T-démontrable,
avec égalité si de plus (X, y) AN(X,y’) - y = y' est T-démontrable.
(2) Pour toutes formules ¢ (X) et V;(X, ), i € I, ona
Sm(@) < X dm(W;)  si@tx \V(3Yi)Wi(X,:) est T-démontrable
i€l i€l

avec égalité si, pour tous indices i, i’ € |,

o (X, Vi) ANi(X,y¥/) b ¥i =y estT-démontrable sii =i,

o (FYi(X,y) A BYi Wi (X, ¥i) FL est T-démontrable sii # i'.
(3) Pour toutes formules @', @' dans un méme contexte X, on a

dmle") +dm(e”) =du(e' Ne@") +omule"V @").
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Propriétés des mesures de Dirac des théories :

Corollaire (suite). —

(4) Pour tout morphisme \(y) — ¢(X) de Cr
tel gu’existent une famille Jy-couvrante (@x(Xx) — @©(X))kek
et des isomorphismes de Cr au-dessus des @y (Xx)

Ok(Xk) X o) W) — [ [ ox(%), keK,
iel
ona -
Sm(b) = (#1) - Sm().

(5) On a pour toutes formules géométriques ¢ (X) et (y)

Sm(@(X) Ab(y)) = dm(e) - dm(b)

si les contextes X et y sont disjoints,
et la formule du vrai T en le contexte vide a pour mesure

m(T)=1.
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Suite de points et moyennes de dénombrements :
Définition. — Pour toute suite x, de points d’un topos £

Xe = (Xp : Ens — &) pen
la suite des mesures moyennes associées est la suite des applications

uy :0b(E) — ,,‘Iﬁ‘NU{+OO},
E — g ¥ 84(E),
indexées par les entiers n € N. 0<k<n

Remarques. — ) . &
(i) Pour tout site (C, J), toute suite x, de points du topos C,

définit une suite de fonctions pf* a valeurs dans Q. U {+oco},
sur les objets de C ou plus généralement de C,
par composition avec les foncteurs

o t:cts cL,¢). _
(ii) En particulier, pour toute théorie géométrique T de signature %,
toute suite M, de modéles ensemblistes de T
définit une suite de fonctions uMe . Ob(&r) — Q4 U{+00}

g 14
et, par composition avec Ct — &,
uMe . fformules géomeétriques de X} — Q. U{+oo}.
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Propriétés générales des mesures moyennes de dénombrements :

Lemme. — Pour tous points Xy, - - - , X, d’'un topos &,
la mesure moyenne associée i, = n#“ - Y by SurOb(&)
0<k<n

possede les propriétés suivantes :

(1) Pour tout morphisme E' % E de &, on a
{. un(E’) < un(E) si e estun monomorphisme,

o uy(E') > un(E) sie estun épimorphisme,

e uy(E’)=un(E) sie estunisomorphisme.
(2) Si E est recouvert par une famille (E; — E)ic;, ona pa(E) <3 un(Ej)
avec égalité si E =] E;. =

i€l
(3) Pour tous sous-objets E’, E" d’un objet E, on a
Hn(E") + 1a(E") = pun(E'V E") + un(E' NE").
(4) Pour tout morphisme E' — E de &
tel qu’existent une famille couvrante (Ex — E)kex
et des isomorphismes au-dessus des Ei
ExxeE" —1Ex , ona up(E")=#I)-un(E).
iel
(5) Lobjet terminal1¢ = 1 de £ a pour mesure un(1) =1.
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Propriétés des mesures moyennes de dénombrements des sites :

Corollaire. — Pour tout site (C,J) munide t:C <5 C L C), ~
la mesure moyenne 1, = ﬁ ~0<%<n b, associéee a des points Xxp, - - - , X, de Cy
posséde les propriétés suivantes :

(1) Pour tout morphisme X' % X de C, on a

{. wn(X’) < unp(X) siu estun monomorphisme,

o (X)) =un(X) siu estunisomorphisme,
o wn(X') > ua(X) siX' L X estd-couvrant.
(2) Si X est recouvert par une famille (X; — X)jc;, ona pn(X) < 3> up(X)
avec égalité si  ¢(X) =[] e(X)). iel
- icl
(3) Pour tous sous-objets X', X" d’'un objet X de C, on a
o (X7) + 1n(X") = oy (X)) Ay (X)) + ua(E(X7) VLX) .
(4) Pour tout morphisme X’ — X de C
tel qu’existent une famille J-couvrante (Xx — X)kek
et des isomorphismes au-dessus des £( Xk)
UXk) o) UX") — [TUXk), ke K , ona us(X')=#I)-un(X).
icl
(5) L'objet terminal 1 de C ou C; a pour mesure wp(1) =1.
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Propriétés des mesures moyennes de dénombrements des théories :

Corollaire. —
Pour toute théorie géométrique du premier ordre T de signature £,

la mesure moyenneu, :n%- > uum, associee a des modéles My, - - -, M, de T
0<k<n

possede les propriétés suivantes :
(1) Pour toutes formules géométriques ¢(X) et (X, y) de Z on a

o up(P) < uple) siy estvide et 3 @ est T-démontrable,

o wp(W) > unle) si@Y)IV(X,Y) 45 ¢ est T-démontrable
avec égalité si de plus (X, y) AN(X,y’) - y = y’ est T-démontrable.
(2) Pour toutes formules ¢ (X) et V;(X, ), i €I, ona

Hn(@) < 3 un(Wi)  sig kg V(3Y)Wi(X, ) est T-démontrable,
iel iel

avec égalité si, pour tous indices i, i’ € |,

o (X, i) ANi(X,y/) & ¥i = yir est T-démontrable sii = i’,

o (FY)wi(X,¥i) A 3Yi i (X, i) FL estT-démontrable sii # i'.

(3) Pour toutes formules ¢’, @' dans un méme contexte X, on a

tn(@") + tnl@”) = ual@' AN @") 4+ tal@’ V @").
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Propriétés des mesures moyennes de dénombrements des théories :

Corollaire (suite). —

(4) Pour tout morphisme \(y) — @(X) de Cr
tel gu’existent une famille Jy-couvrante (@x(Xx) — @ (X))kek
et, pour chaque indice k € K, une famille de sections

—

Ok(Xk) — @k(Xk) X o) W), €l

qui est globalement Jr-couvrante et dont les intersections deux a deux sont
vides, on a

up(P) = (#1) - un(e@) .
(5) La formule du vrai T en le contexte vide a pour mesure

ua(T) =1.
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Limites inférieures et supérieures de statistiques de dénombrements :
¢ Toute suite de points d’un topos £

Xo = (Xn : Ens — &) pen
définit une suite de mesures moyennes

3
uz.:n+1' 2 S
0<k<n

qui consiste en la suite des applications
Hpr :Ob(E) — Q4 U{4o0},
E — ,71? > #(x(E)).

0<k<n
Définition. — Pour toute suite de points x, = (Xp)nen d’un topos &,
on associe a tout objet E de £

les limites inférieures et supérieures dans R, U {+oo}

X,

H:(E):liminfpﬁ'(E): lim inf Hi.(E),

n—-—+oo n—-+oo an
Wi (E) =limsup e (E) = lim sup pj*(E).
N— 400 n—+00 k>n

Remarque. — Lobjet terminal 1 de £ et son objet initial () vérifient

we () = (1) =1 et p*(0)=p’(0)=0.
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Limites inférieures et supérieures induites :
Définition. — R
(i) Pour tout site (C, J) et toute suite de points x, du topos Cy,
on note encore

_ we et ol
les fonctions
0b(C) — Ry U{+oo} ou Ob(C) — R, U{+oo}

dédluites de R
W', 1 1 0b(Cy) — Ry U{+o0}

par composition avec les foncteurs
e X cl5¢).

(ii) En particulier, pour toute suite de modeles M,
d’une théorie géométrique du premier ordre T, on note
uMe WM Ob(Cr) — R, U {400}
les fonctions induites par composition avec le foncteur

—

t:Cr —— (Cr)y,, =ér
de celles associées a M, interprétée comme une suite de points de Er.
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Les mots des statistiques sur les suites de points :
e On choisit un sous-ensemble dense (dénombrable)

QcCcQ,.
Définition. — Pour tout objet E d’un topos &, tout g € Q,
et toute suite (x,) de points de £, on notera

Xs € PE,(E)
[resp.  x. € PE,(€) ]

si et seulement si on a

wWe(E)>q [resp. Wy(E)<ql].

Remarque. — On a donc
Xo € PEL(E)  [resp. x. € PE,(E)]
si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que 'ensemble

(neN|uyr(E)<qg+e}
[resp. {neN|uy(E)>q—e}]

soit fini.
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Statistiques induites sur les sites ou sur les théories :
Définition. —

)

(ii)

Pour tout site (C, J), tout objet X de C ouC, tout q € Q,
et toute suite (x,) de points de C,
c’est-a-dire de foncteurs plats et J-continus

X5 :C—Ens, neN ,

on notera
Xe € PX,(C)  [resp. x. € PX,(C)]

si et seulement si on a
we(X)>q [resp. pi(X)<ql
En particulier, pour toute théorie géométrique T de signature L,

foute formule géométrique ¢ écrite dans le langage de %,
tout q € Q, et toute suite (M,) de modéles de T

M, = objet de T-mod (Ens), neN,

on notera
M, € qu(Z) [resp. M, € P;Pq(Z)]

si et seulement si on a
(@) >q  [resp. pM(@)<q]
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Le langage propositionnel des statistiques sur les catégories cohérentes :
Rappelons :
Définition. — Une petite catégorie C est dite “cohérente” si

o elle possede des limites finies arbitraires,

e tout morphisme X' - X admet une plus petite factorisation de la forme

X’ — Im(u)C : X,
monomorphisme

et cette factorisation est respectée par les changements de base,

e les réunions finies de sous-objets des objets X de C
sont toujours bien définies comme sous-objets
et elles sont respectées par les changements de base.

Définition. — Soit C une petite catégorie cohérente.
Le langage propositionnel des statistiques sur C
consiste en la famille de symboles de relations (sans variables)

PX,C) et PX(C)
indexés par les objets X de C et les éléments q € Q.
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Le langage propositionnel des statistiques sur les théories :

Définition. — Soit & une signature.

Le langage propositionnel des statistiques sur £

consiste en la famille de symboles de relations (sans variables)
P24(X) et PZy(X)

indexés par les formules géométriques ¢ de L et les éléments q € Q.

Remarques. —

(i) Les formules géométriques ¢ sont mises sous la forme
o=V o
iel
ou les ¢; sont des formules “régulieres”
(dans lesquelles apparaissent les symboles /A et 3 mais pas \ ou \/).
Donc les ¢; prennent leurs valeurs dans un ensemble,
ainsi par conséquent que les formules .
(if) Le langage des statistiques sur X
ne déepend pas d’un éventuel choix d’axiomes,
de méme que le langage des statistiques sur une catégorie cohérente C
ne dépend pas d’un éventuel choix de topologie J sur C.
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Définir des théories des statistiques :

e Si (C,J) est un site constitué d’une topologie J
sur une petite catégorie cohérente %,
on voudrait définir une
“théorie des statistiques sur les points du site (C, J)".
Ce devrait étre une théorie géométrique du premier ordre
écrite dans le
“langage propositionnel des statistiques sur C”.

o De méme,
pour toute théorie géométrique du premier ordre T
de signature X,

on voudrait définir une
“théorie des statistiques sur les modeles de T”.

Ce devrait étre une théorie géométrique du premier ordre
écrite dans le
“langage propositionnel des statistiques sur L.
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Les axiomes de filtration :

Définition. — Soit une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J.
On considere le langage propositionnel des statistiques sur C,
constitué des symboles de relations sans variables
PX, et PX,, XeOb(C), geQ.
Les axiomes de filtration sur ce langage sont

PX,+ PX, pourtous q' <gq,

PX,+ PX, pourtous g<q’.

Définition. — Soit une théorie géométrique du premier ordre T de signature X.
On considere le langage propositionnel des statistiques sur %,
constitué des symboles de relations sans variables
Py Gl Py @ € Ob(Cz) =0b(Cr), ge€AQ.
Les axiomes de filtration sur ce langage sont

P¢,+ P2, pourtous q' <q,

P2, P2, pourtous g<q’.
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Les axiomes d’exclusion :

Définition. —

Soit le langage propositionnel des statistiques sur

une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J.
Dans ce cadre, les axiomes d’exclusion sont

PX, A\ PX, L pour tout objet X et tout élément q € Q.

Remarque. — Combinés avec les axiomes de filtrations, ils impliquent
PXq N\ PX

<q’

1 pourtous q > q’.

Définition. —

Soit le langage propositionnel des statistiques sur
une théorie géomeétrique T de signature X.

Dans ce cadre, les axiomes d’exclusion sont

P2, N\ P2, =1 pour toute formule géomeétrique ¢ et tout élement q € Q.

Remarque. — De méme, ils induisent

/
P2, A qu, FL pourtous g > q’.
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Les axiomes de convergence des moyennes de dénombrements :

Définition. —

Soit le langage propositionnel des statistiques sur

une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J.
Dans ce cadre, les axiomes de convergence

des moyennes de denombrements sont

T+ PX,\V PX, pour tout objet X et tous g < q' .

Définition. —

Soit le langage propositionnel des statistiques sur
une théorie géométrique T de signature .

Dans ce cadre, les axiomes de convergence

des moyennes de dénombrements sont

T+ P,V P®,, pour toute formule géométrique ¢ et tous q < q'.
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Les axiomes des monomorphismes :

Définition. —

Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques

sur une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J,
les axiomes des monomorphismes sont

PX,+ P%,

et
B P, PX,
pour tout élément q € Q
et tout monomorphisme de C
X —— X

ou, plus généralement, pour tout morphisme de C

X — X
dont le morphisme diagonal associé

X — X' xx X’

est J-couvrant.
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Les axiomes des implications :

Définition. — Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une théorie géométrique T de signature ¥,
les axiomes des implications sont
Pl - PS¢, et P FPY,

pour tout q € Q et toutes formules géométriques

@ et Y
vérifiant 'une des deux conditions suivantes :
e ou bien ¢ et ont le méme contexte X et I'implication

Yhzo

est T-démontrable,

e ou bien ¢ et ont des contextes disjoints X et j
et sont reliés par une formule géométrique
T-démontrablement fonctionnelle

S O(F,%) o
V(f) — o(R)
telle que l'implication

est T-démontrable.
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Les axiomes des images :

Définition. — Supposons que la petite catégorie cohérente C est munie
d’une topologie J pour laquelle tout morphisme d’image maximale

X' = X =Im(u)
est J-couvrant.
Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques sur C,
les axiomes des images sont

PX,+ PX,
et

PX. - PX,
pour tout élément q € Q
et tout morphisme de C

X' X =Im(u)

dont 'image est maximale
ou, plus généralement, qui est J-couvrant.
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Les axiomes des quantifications existentielles :

Définition. —

Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une théorie géométrique T de signature X,

les axiomes des quantifications existentielles sont

P, qu

et

P glF P2
pour tout élément q € Q
et toutes formules géométriques

e(x) et 0(X,y)

dans des contextes disjoints X et y
telle que l'implication

¢z (3Y)0(X,Y)

soit T-démontrable.
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Le lemme des isomorphismes :

Lemme. —

Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques

sur une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J,
les axiomes des monomorphismes et des images

entrainent les équivalences

PX, - PX,
et )

PX, 4 P%,
pour tout élément q € Q

et tous objets X, X' de C
reliés par un morphisme

X — X

qui est J-couvrant ainsi que le morphisme diagonal

X — X' xx X'.
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Le lemme des équivalences :

Lemme. — Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une théorie géométrique T de signature ¥,

les axiomes des implications et des quantifications existentielles
entainent les équivalences

P2, - P2,
et
P2, - P2,
pour tout élément g € Q
et toutes formules géométriques ¢ (X) et (y) de £
dans des contextes disjoints X et y/,

reliees par une formule T-démontrablement fonctionnelle
- 6(V,X) o
V(y) — o(X)
telles que les deux implications

—

0y, X)NO(Y\ X) -y =y,
Fx (3Y)0(X,Y)

soient T-démontrables.
Mesures et topologies Avril 2023 27/60




Les axiomes d’additivité pour les catégories cohérentes :

Définition. —

Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une petite catégorie cohérente C,

les axiomes d’additivité sont, pour tout objet X de C,

e six désigne le plus petit sous-objet de X,

T = B
pour tout q > 0,

e siX' — X et X" — X sont deux sous-objets de X,

PX/ /\ PX// /\ PX//\X// |_ PX/\/X//

<4 <Qq2 >qs <Qa

Siqs>qy+q—qs, et
Px/ /\ Px// /\ PX//\X” '_ PX/\/XN

> >Qq2 <Q3 >Q4

Sigs< g1+ q—qs.
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Les axiomes d’additivité pour les théories géométriques :

Définition. —

Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une théorie géométrique T de signature X,

les axiomes d’additivité sont, pour tout contexte X,

e si L désigne la formule du faux dans le contexte X,

TFPS,
pour tout q > 0,

e si @ et sont deux formules géométriques de contexte X,

Pe APY, APEIV L peVE

<qi <Q2 >Qq3 <Qs

Siqs> Qg1+ Qe — qs, €t
Pe_APY, APV poVE

>q >Qq2 <Q3 >Qa

Siqs < g1+ Qg — Qs.
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Le lemme des recouvrements finis :

On déduit de 'axiome d’additivité combiné avec celui des
images et celui des monomorphismes :

Lemme. — Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J, on a :

(i) Pour toute famille finie J-couvrante de morphismes

(Xi — X1<i<k,
on a des implications
X X X
N ATTRY AN W p e

pourtous q > qi + -+ - + Q-

(i) Si de plus les X; — X, 1 < i < k, sont des monomorphismes
et les produits fibrés

Xi xx )(j y I#7],
admettent pour J-recouvrement la famille vide, on a des implications
PX, A+ APS FPX,

> >0k

pour tous q < gy + - - - + Q-
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Les axiomes des recouvrements filtrants :
Définition. —
Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques

sur une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J,
les axiomes des recouvrements filtrants sont

e pour toute famille filtrante de sous-objets

(Xi —— X)ies
qui est J-couvrante, les implications
PX,+\/ PX,

iel
pour tout élément q € Q.

Remarque. — En sens inverse, on a

= 2
pour tout g et tout i € |/,
puisque chaque X; est un sous-objet de X.

L. Lafforgue
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Les axiomes des disjonctions :

Définition. — Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une théorie géométrique T de signature X,
les axiomes des disjonctions sont

e les implications

Pk \/ PLETYOu
i1y ik €L
pour tout q € Q,
et pour toute famille de formules géométriques (©;)ic/
dans un méme contexte X,
de disjonction

o=\ o

i€l

Remarque. — En sens inverse, on a

AVIRVASY
T

pour tout g et tous iy, - - - , ik € 1,
puisque chaque ¢, V ---V @, implique .
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Le lemme des recouvrements arbitraires :

On déduit de I'axiome d’additivité combiné avec celui des images
et celui des recouvrements filtrants :

Lemme. — Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J,
on a, pour toute famille J-couvrante de morphismes

(Xi — X)ier,

des implications
P\ P A AP

oo o &l
q+---+ax=q

Remarque. — Si de plus les X; — X, i € I, sont des monomorphismes
et les produits fibrés X xx X;, i # J,
admettent pour J-recouvrement la famille vide, on a les implications

X; X;
Pl A+ APSEEPX,
pour tous iy, --- ik € letq < gy + -+ Gk-
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Les axiomes des revétements d’une catégorie cohérente :

Définition. — Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une petite catégorie cohérente C munie d’une topologie J,
les axiomes des revétements prennent la forme suivante :

e Pour tout morphisme de C

X — X

tel qu’existent un ensemble | et une famille J-couvrante
(Xk — Xkek

telle que chaque produit fibré Xx xx X' au-dessus de X

admette des sections s; : Xx — Xy xx X' indexées parlesic |
et telles que

— les s;, i € I, forment une famille J-couvrante,
— chaque s; x (x,«x") Sj, | # J, admet pour J-recouvrement
la famille vide,

on pose les implications
PX b PX, si q'<(#])-q

X X' ; /
et P,-PZ, si q' >(#])-q.
Mesures et topologies Avril 2023
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Les axiomes des revétements d’une théorie géométrique :

Définition. — Dans le cadre du langage propositionnel des statistiques
sur une théorie géométrique T de signature X,

les axiomes des revétements prennent la forme suivante :
e On pose les implications

PY FPe, si g <(#])q
et P"’ }—P<q, si g >#I)-q
pour toute formule T-démontrablement fonctionnelle
o 0(%,7) _
@ (X) —25 p(y)
et tout ensemble | tels qu’existent
des formules T-démontrablement fonctionnelles

L 0y " " I
V(i) 2L 4(5), ke, avec by \/ GF0(Ti ),
et des décompositions kek
(3V)(O(X, ¥) A Ok ¥k, 7)) - \/<p, k(% Yi)
@:k()ﬁ }:’:k)A(Pj,k():(: qﬁ) FL 3/;/75!')
avec < @ (X, }/k)/\(Pi,k(X Vi) EX=X",
k) Yk

. L
W(yk) F (3X) @ik(X, Vi) -
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Théorie des statistiques sur une petite catégorie cohérente : langage

Définition. — Soit C une petite catégorie, supposée cohérente au sens que

e elle possede des limites finies arbitraires,

e tout morphisme X’ < X admet une image X’ — Im(u) — X’
respectée par changement de base,

e les réunions finies de sous-objets sont bien définies,
et respectées par changements de base.

Soit J une topologie de C telle que

{. les morphismes images X’ < X = Im(u) sont J-couvrants,

e les réunions finies de sous-objets sont couvertes par leurs éléments.
Soit Q C R, une partie dense.

Alors :

(i) Le langage propositionnel des statistiques sur C
consiste en les symboles de relations (sans variables)

PX, et PX,

X eOb(C),qge Q.
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Théorie des statistiques sur une catégorie cohérente : axiomes

Définition (suite). —
(i) La théorie des statistiques sur (C, J),
écrite dans le langage propositionnel des PX q €t PX -
est définie par les axiomes suivants :
e Les axiomes de filtration
PX,FPX, siqg'<q,
PX,FP%, sig<q'
e Les axiomes d’exclusion
PX NAPE L.
e L es axiomes de convergence
THPY,VPY, sig<q.
e Les axiomes des monomorphismes
P§q F P)>(q et P)<(q = P)<(q
pour tout morphisme X’ — X qui est un monomorphisme
ou plus généralement a un morphisme diagonal associé

X — X' xx X'

qui est J-couvrant.
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Théorie des statistiques sur une catégorie cohérente : axiomes

Définition (suite des axiomes). —
e Les axiomes des images

PX,-PX, et  PX.FPX,
si X’ % X est un morphisme image X' < X = Im(u)
ou plus généralement est J-couvrant.
e Les axiomes d’additivité

P)<(£71 A P)<<;,:2 NPXPXT B PXYXT siqe > g1+ G2 — G,

PXy APX, APXIXT EPXYXT siqu<gi+ g — s,
pour tous sous-objets X' — X, X" — X d’'un objet X.
e Les axiomes des recouvrements filtrants

PX,+\/ PX, pourtout q< Q,
icl
(Xi = X)iei

est une famille filtrante et J-couvrante

de sous-objets d’'un objet X.
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Théorie des statistiques sur une catégorie cohérente : axiomes
Définition (fin des axiomes). —
e Les axiomes des revétements

PX - PX, sig < (#1)-q,

PX - PX, sig'>(#1)-q
pour tout morphisme X' — X
tel qu’existent un ensemble I, une famille J-couvrante (Xx — X)kek
et des sections Si: Xk — Xk X x X’A, iel,
qui induisent des décompositions dans C

Xk XX X/ H f Xk

iel

Remarques. —
(i) On peut éventuellement ajouter les axiomes des mesures de probabilités

THPL, si g<i et THPL, si g>1,
si 1 désigne I'objet terminal de C.

(i) Les seuls axiomes qui dépendent du choix de la topologie J sont
e les axiomes des images,

e |les axiomes des recouvrements filtrants,
o les axiomes des revétements.
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Théorie des statistiques sur des propriétés géométriques : langage

Définition. —
Soit T une théorie géométrique du premier ordre,
écrite dans une signature X.

Soit Q C R, une partie dense.
Alors :

(i) Le langage propositionnel des statistiques sur £
consiste en les symboles de relations (sans variables)

P et P2,

ou ¢ décrit 'ensemble des formules géométriques de X
(écrites sous forme de disjonctions de formules régulieres)
etqge Q.
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Théorie des statistiques sur des propriétés : axiomes
Définition (suite). —
(i) La théorie des statistiques sur T,
écrite dans le langage propositionnel des P¢, et P¢,,
est définie par les axiomes suivants :
e Les axiomes de filtration
P2, - P2, siq <q,
P2, P2, sig<q’.
e Les axiomes d’exclusion
P AP, L.
e Les axiomes de convergence
TEPEL,VPE, sig< q'.
e Les axiomes des implications
Pl - P, et P2, PY,

St e ou bien ¢ et ont le méme contexte X et F ¢,
e ou bien ¢ et ont des contextes disjoints X et y
et sont reliés par(X) LV @ (X) tels que
0y, X)NO(Y\ X)Fy=y".
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Théorie des statistiques sur des propriétés : axiomes

Définition (suite). —
e Les axiomes des quantifications existentielles

Pe, P, et PP,
pour des formu/es geomez‘r/ques QX ) t0(X, y) telles que
@ 5 (3Y)0(X, y).

e L es axiomes d’additivité
Pe, NP2, APLLY P siqa> qi+ o — g,

<1
P>Q1/\PSQ2/\P(<‘)£¢ P(>pqv4w Sigqs < g1+ Qe — Qs
pour des formules géométriques ¢, de méme contexte X.

e Les axiomes des disjonctions
\VAAV,
o= ) EE Y
ity i€l
pour toute famille de formules géométriques (©;)ic;
dans un méme contexte X, de disjonction
P = \/ Pj.
i€l
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Théorie des statistiques sur des propriétés : axiomes

Définition (fin des axiomes). —
e Les axiomes de revétements

Pe FPY., sig'<(#])-q,
Pe,FPY, siq'>(#])-q,
si @ et ll) sont reliées par une formule T-fonctionnelle
8(X,y)

(X)) ——— (¥,
et | est un ensemble tels qu’existent des formules T-fonctionnelles

W) I (5), keK, avec by \/ (37007,
et des décompositions LS
(3N)O(X, ¥) A Ok (Y, ¥)) = \/ @ik (X, i)

= .. , el
@ik(X, k) N\ @jk ()_{ L sii#],
avec § @i k(X, k) N\ @i k(X'

_)k
}7 k) FX=X )
U (yk) F (3X) @i k(X, Yk) -
e Les axiomes de mesures de probabilités
THPI, si g<1 et THPL, si g>1,
si T désigne le symbole du vrai sans variables.
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Le topos localique des mesures sur une catégorie cohérente :
Définition. —

Soit C une petite catégorie cohérente, munie d’une topologie J
pour laquelle les morphismes X < Im(u) sont J-couvrants

et les réunions finies sont J-couvrantes.

Soit Q C R, une partie dense.
(i) On notera

Mesc 4

la théorie propositionnelle des statistiques sur (C, J),
écrite dans le langage constitué des
symboles de relations (sans variables)

PX, et PX,, XeObl), geQ.
>q <q

(i) On notera mes
Iy ’ . EC‘J
le “topos classifiant” de cette théorie.
(iii) On notera -
Oz
I'ensemble partiellement ordonné
des sous-objets de l'objet terminal du topos £¢'.
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Le “lieu” (ou “locale”) des mesures sur une catégorie cohérente :

e La théorie des mesures sur (C, J)
Mesc g

est une théorie propositionnelle.

e Par conséquent, son topos classifiant
e
est “localique”.

e Il s’écrit comme les topos des faisceaux
sur le “lieu”

muni de
sa relation d’ordre partiel,
son opérateur de passage aux sup arbitraires \/
qui définit sa topologie,
son opérateur de passage aux inf finis A
qui est distributif par rapport a \/.
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Description du “lieu” des mesures sur une catégorie cohérente :
e Tout élément de langage de la théorie Mes¢ 4

PX, ou PX,, gqeQ, Xe0b(C),
définit un élément

(PX,) ou  LPX)

de I'ensemble ordonné OF';.

e Réciproquement, tout élément de I'ensemble

s’écrit comme une réunion \/ d’intersections finies A d’éléments de la forme
(PX,) ou  (PX).

e La relation d’ordre et les relations d’égalité dans

mes

C,J
sont celles qui se déduisent des axiomes de Mes¢ , en utilisant
I'associativité des opérateurs N et \/,
la distributivité de /A par rapport a \/,
les relations de définitions réciproques entre <, A et\/.
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Les axiomes de définition du “lieu” des mesures :

Dans I'ensemble ordonné OF¢;
constitué des réunions \/ d’intersections finies /A
de symboles

PX, ou PX,, geQ, XeOb(C),

les relations d’égalité et d’inégalité
sont celles qui se déduisent des regles suivantes :
o Filtration :

PX, < P’<(q, siq’'<q

PX,<PX, sig<q.
e Exclusion :

PX, N\ PX,=0.
e Convergence :

PX,VPX, =1 sig<q.
e Monomorphismes :

PX, < PX, et PX,<PX,
si X et X’ sont reliés par un morphisme X’ — X
tel que X’ — X’ xx X’ soit J-couvrant.
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Les axiomes de définition du “lieu” des mesures (suite) :

e Regle des images :
PX,<PX, et PX <PX,
si X et X’ sont reliés par un morphisme X’ — X qui est J-couvrant.
e Additivité :
Pour tous sous-objets X', X"’ d’'un objet X de C,

X' X" X' AX" X'VX"7 a
PZg APZg, NPZg " < P2y, SIQs > g1+ Q2 — G,

X/ XI/ XI/\X// X/\/X// .
P>q1 VAN P>q2 A P<q3 < P>a,4 siqa< g1+ Q— Qs.
e Recouvrements filtrants :

Pour toute famille de sous-objets (X; < X);c; qui est filtrante et J-couvrante,

PX,=\/P%,.
e Revétements : iel
Pour tout morphisme X’ — X qui est J-localement sur X
delaforme [[ X — X,
iel
PXq<PX, siq' <(#)-q,
PX,<PX, siq'>(#)-q.
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Les axiomes de définition du “lieu” des mesures (fin) :

e Axiomes des “lois de probabilités” (a ajouter éventuellement) :
Ply=1 si g<1 e Pl,=1 si g>1.

e Pour s’assurer que le topos localique &ey

qui classifie la théorie Mesc , des mesures sur (C, J)
et son lieu de définition OF*%)

ne dépendent pas du choix de la partie dense

on a besoin d’ajouter : QCRy,

Définition. — On ajoute a la théorie Mesc ; les “axiomes de densité”
PX,+\/ PXys PX,+\/ PXy
q'>q q'<q
pour tout objet X de C et tout g € Q.

Remarque. — Dans OF¢j, on a donc encore les égalités
X _ X X _ X
PX,=\/ PXy et PX,=\/ P%,
q'>q q'<q
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Les mesures comme points du topos des mesures :

Proposition. —
Soit C une petite catégorie cohérente
munie d’une topologie J pour laquelle

les morphismes X < Im(u) sont J-couvrants,
ainsi que les réunions finies.
Alors il revient au méme de se donner
(1) un modele ensembliste de la théorie propositionnelle Mes¢ _,
(2) un point w du topos localique &
(3) une topologie J,, sur le lieu Og;
qui soit plus fine que celle définie par les réunions \/
et qui définisse un sous-topos “bivalent” de &

@) -
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Les mesures comme points du topos des mesures :
Proposition (suite). — // revient au méme de se donner

(M-,

(2) un point y du topos localique £,

3) -

(4) une “mesure” sur (C,J) c’est-a-dire une application

w:0b(C) — Ry U{+oco}
X — X

telle que
e u(X)>uX’) siXetX’ sontreliés par un morphisme

X' — X tel que X' — X’ xx X' soit J-couvrant,
o u(X)<uX’) siXetX’ sontreliés par un morphisme

X' — X qui soit J-couvrant,
e pour tous sous-objets X', X" d'un objet X deC,

r(X) + (X)) = (X AX") +u(XV X7
e pour toute famille de sous-objets (X; — X)ie, filtrante et J-couvrante,
uwX) = sup u(X),

e pour tout morphisme X' — X qui estJ localement sur X

delaforme []X — X, wX)=@#D- uXx.

iel
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Mesures de probabilités sur une catégorie cohérente :
Définition. —
Une mesure w sur un site (C,J) comme plus haut

sera appelé une “mesure de probabilités”
si elle est un point du sous-topos

prob ¢ mes
gC W gC ,J

défini par les axiomes supplémentaires

THPL, si g<1,

THPL, si g>1,
c’est-a-dire si elle satisfait la condition

u(1) =1

ou 1 désigne l'objet terminal de la catégorie cohérente C.
Mesures et topologies Avril 2023 52/&)




La correspondance entre les points et les mesures :
D’apres I'équivalence de Diaconescu, on a :

Lemme. — Se donner un point p. du topos £¢'
équivaut a se donner une application

w*: Og) — {sous-ensembles du singleton {e}} = {0, {e}}
qui respecte les intersections finies et les réunions arbitraires.

Corollaire. —
(i) Tout point w du topos E¢'; définit une mesure de (C, J)
w:0b(C) — R, U{+oo}
u(X) =sup{g e Q| u*(PX,) ={o}}
ou, ce qui revient au méme,
w(X) = inf{g € Q| p*(P%y) = {o}}.
(i) Réciproquement, toute mesure 1 de (C, J)
w:O0b(C) — Ry U{+oo}
définit un point de £ par
X {o} si g<ulX), X {o} si g>nuX),
P>q%{® si g >u(X), Pa™ 0 si g<ux).
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Les mesures de Dirac :

Lemme. — Considérons toujours une petite catégorie cohérente C
munie d’une topologie J

pour laquelle les morphismes X < Im(u) sont J-couvrants,

ainsi que les reunions finies.

Alors tout point x du topos C,,

avec son foncteur plat et J-continu associé

x*:C — Ens,
définit une mesure 5y sur (C,J),
appelée une mesure de Dirac,
par la regle

Ob(C) 3 X — 0x(X) = #(x*(X)) .

Remarque. — Les mesures de Dirac sur (C, J)
sont des mesures de probabilités.
En effet, on a toujours

x*(1) ={e}

et donc

6)( (1 ) = 1 .
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Expression en termes de “difféerences négligeables” :
On rappelle :

Lemme. — Soit un ensemble partiellement ordonné (O, <) qui admet
{. des sup arbitraires \/,

e des inffinis N\,
et tel que /\ soit distributif par rapport a'\/.
Alors se donner une topologie J,, sur O
plus fine que la topologie définie par\/
équivaut a se donner une notion N,, de “différence négligeable”
entre paires ordonnées (P < P’) telle que
e siles différences P < P’ et P’ < P" sont négligeables,
la différence P < P" est négligeable,
e siles différences P; < P/, i € |, sont négligeables,
la différence \/ P; < '\/ P/ est négligeable,
i€l iel
e les différences P < P sont toujours négligeables.

Explicitation de la correspondance. —
Une famille (P; < P);¢, est dite J,,-couvrante

si et seulement si la différence \/ P; < P est N, ,-négligeable.
icl -
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Mesures sur une catégorie cohérente et différences négligeables :
On déduit du lemme précédent :

Corollaire. — Soit C une petite catégorie cohérente

munie d’une topologie J pour laquelle

les morphismes X % Im(u) et les réunions finies sont J-couvrants.
Soit (O, <, V,N\) le ‘lieu”

qui définit le topos localique £5

des mesures sur (C, J).

Alors se donner une mesure u sur (C, J)

équivaut a se donner une notion N,, de “différence négligeable”
des paires ordonnées d'éléments de OF;

telle que, pour tout élément P, on a

e 0u bien P est négligeable, c’est-a-dire la différence
p<P est négligeable,

e 0u bien la différence
P<1 est négligeable.
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Le topos localique des mesures d’une théorie géométrique :

Définition. — Soit T une théorie géomeétrique du premier ordre de signature X.

Soit Q C R une partie dense.

i) On notera
U Mes

la théorie propositionnelle des statistiques sur T,
écrite dans le langage constitué des symboles de relations (sans variables)

P2, et P2, qeQ,

indexés par les formules géométriques ¢ de L.
(ii) On notera

mes
&t

le “topos classifiant” de cette théorie.
(iii) On notera

GJ}ICS

I'ensemble partiellement ordonné
des sous-objets de l'objet terminal du topos EF.
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Rapport avec les mesures sur des catégories cohérentes :

Si T est une théorie géométrique du premier ordre
de signature X, on dispose de

Cr = catégorie syntactique géométrique de T,
qui est une catégorie cohérente,

Jr = topologie syntactique de Cr
pour laquelle une famille de morphismes

64
Qi — @
est couvrante si et seulement si
¢ =\VIm(6;).
i€l
Alors on a
Mest = Mesc,, g
mes ___ mes
=&

ore = oS,
avec identité des langages puisque
{formules géométriques de Z} = Ob(Cr).
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Les mesures comme points du topos des mesures :

Corollaire. — Soit T une théorie géométrique de signature X.
Alors il revient au méme de se donner
(1) un modele ensembliste de la théorie propositionnelle Mesr,
(2) un point u du topos localique E3*,
(3) une topologie J,, sur le lieu OF* qui soit plus fine que celle définie par
les réunions \/ et qui définisse un sous-topos “bivalent” de £,
(4) une “mesure” surT c’est-a-dire une application
w : {formules géométriques de ©} — R, U {+oo}, @ — n(e)
telle que
e u(p) > u(e’) sie et o’ sont relies par un monomorphisme de Cr, ¢’ — @,
o u(@) < ule’) sig eto’ sontreliés par un morphisme Jr-couvrant, ¢’ — o,
e pour toutes formules @', ¢ dans un méme contexte X,
o) +ule”) =plo' Ne") +rle’' Vo),
e pour toutes formules (¢;)ic; dans un méme contexte X et ¢ = \/ ¢;,
icl

we)= sup wle,V- Ve,
iy ik €l

e pour tout morphisme ¢’ — ¢ de Cr qui est Jr-localement sur ¢
de la forme [ — o, we)=@#D - ule).

icl
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Mesures de probabilités sur une théorie géométrique :

Définition. —

Soit T une théorie géométrique du premier ordre de signature X.
Une mesure u sur les formules géométriques de T

sera appelée une “mesure de probabilités”

si elle est un point du sous-topos

prob __ eprob mes mes
g']l’ 5C’J1- Jr ECT Jr 5

c’est-a-dire si elle satisfait la condition

u(T) =1

ou T désigne ici la formule du vrai sans variable.
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