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Les catégories que nous appelons “localement calculables”

Définition. —

Nous appelons “catégories localement calculables”

les catégories syntactiques cartésiennes Cs

des théories sans symboles de fonction et sans axiomes,

c’est-a-dire réduites a un vocabulaire ¥ consistant en

e un ensemble de “noms d’objets” ou “sortes”,
o un ensemble de “symboles de relations” notés
R Ay - Ay

en une suite finie de sortes Ay, - - - , Ay.

Remarque:
On appelle ces catégories “localement calculables” car

e leurs objets sont indexés par des données combinatoires finies
d’un type explicite déterminé par le vocabulaire X,

e les morphismes entre deux objets forment un ensemble fini toujours calculable,

o le composé de deux morphismes est toujours facilement calculable,

e les produits finis et les produits fibrés sont bien définis et facilement calculables.
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Les objets libres des catégories localement calculables

Définition. — Dans la catégorie syntactique cartésienne Cx

d’un vocabulaire ¥ réduit a des “sortes” et des “symboles de relation”,

nous appelons “objets libres”

o des objets indexés par les sortes A de L,
qui consistent en des “formules du vrai”
T(x4)
en une variable x* 4 valeur dans la sorte A,

o les produits finis de ces objets,

indexés par un ensemble fini A de sortes de X
et par des multiplicités ma > 1, A € A,
qui consistent en les “formules du vrai”
T (¥ acai<i<my)
en des variables x4, A € A, 1 < i <my,

a valeurs dans les sortes A € A.

4
Remarque: En particulier, si A est vide, il définit I’objet terminal de Cs.




Les objets liés des catégories localement calculables

Définition. — Dans la catégorie syntactique cartésienne Cs

d’un vocabulaire ¥ réduit a des “sortes” et des “symboles de relation”,

nous appelons “objets liés” les sous-objets d’objets libres

T (¥ aeai<i<my)

qui sont

les sous-objets “atomiques”
R (xAl L. XA"R )

a1 Ya(ing)
indexés par les couples (R, «) constitués de
— un symbole de relation R — Aq - - - Apg
telque A;j € A 1<i<ng,
—  une famille d’indices
ofi) €{1,2,--- yma,}, 1<i<ng

les intersections finies de tels sous-objets atomiques,

indexées par les ensembles finis non vides R de tels couples (R, x),

Remarque: Les seuls objets de la catégorie syntactique cartésienne Cx

sont les “objets libres” et les “objets liés”.
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Les morphismes entre objets libres

Définition. — Dans la catégorie syntactique cartésienne Cx

d’un vocabulaire ¥ réduit a des sortes et des symboles de relation,

un morphisme d’'un objet libre

T ((W)aean<i<my)
associé a un ensemble fini A de sortes et des multiplicités my > 1, A € A,
dans un objet libre

T ((yﬁq)AeA',lgigm/;)
associé a un ensemble fini A" de sortes et des multiplicités my >1,A € A’,
est défini par des formules

v =220 AcA, 1<i<ml, fal)e(l,--- ,ma)

Remarque:

L’ensemble de ces morphismes ne peut étre non vide que si. A’ C A.
Si cette condition est satisfaite,

les morphismes sont indexés par 1’ensemble fini

des familles d’applications

. ! !
fA~{1)"')mA} {1,"',"1,4}, Aec A gA'



Les morphismes d"un objet lié dans un objet libre

Définition. — Un morphisme d'un objet lié

A An
@ /}eRR (xcxl(l]v to »x,_.x(iR)> cT ((x?)AE.A‘lgigmA)
N3

indexé par
o unensemble fini A de sortes A de Z,
o des multiplicités mpg > 1, A € A,

o un ensemble fini de couples (R, o) constitués de

— un symbole de relation R — Ay - - - Ay de
telque A;je A, 1<i<ng,
—  une famille & d'indices

O‘(i)E{l)Z‘"'ymAi}» 1§Z‘STIR,

dans un objet libre T <(y;q)A€A,‘1§i§m/,\>

indexé par un ensemble fini A’ de sortes et des multiplicités mj, A € A’,
est un morphisme entre les objets libres

A A
T (Maeansicm) — T ((y,- )AGA"lgigm}) )
5fini A _ LA / 2 / 9
donc défini par des formules y;* = X (i) Ac A'CAT<i<my, 1< fali) <mg.
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Les morphismes d’un objet lié dans un objet lié

Définition. — Un morphisme d'un objet lié

A An
- /}eRR (xcxl(l]»‘ o ‘x“(ﬁRJ> cT ((x?)AE.A‘lgigmA)
N4

dans un objet lié

A A
(R B)ER/R (yﬁl(lJ’ o ’yrﬂﬁm) €T ((y?)AGA’JSiSmA)

est un morphisme entre les objets libres ambiants

A A
T (Macansismy) — T (#Macar1si<ny)
nécessairement défini par des formules

y:q:x;r:[l]) AEAIQ-A) 1§l§m;;» lng(l)SmA)

telles que, pour tout couple
(R A1 Aug, B=(Bl) €L, m) Picicn; ) € R/
le couple
- (R— Ay Apg, o= (i) € {1, ymaP1<i<ng)
défini par
x(i) =fa,(B(1), 1<i<nmg,
est élément de R.
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La composition des morphismes

Définition. — Le composé de deux morphismes
A A C
/\ R(x‘xl(l)»"' y X pi ) T(( )AeA 1<l<mA)

(R,x)ER (ng)

. e (ygluw o ’y/f;n];)z )C—> T ((yzA)AeA’»léiSmA)

A A
N RE E )T (@) acar a<izny)
Y)€E

définis par des formules

yf:xﬂ(l]» AE.AIQA, 1S1Sm/l;y 1<fA < mg,
et
z;“:x?A(l.), Ac A" CA", 1<i<my, 1<gali)<my

est le morphisme défini par les formules
?:fAOgAU)’ AEAHQA/QA) 1Si§m;‘/) 1<fAOgA)<mA
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N
Les produits finis d’objets

Lemme. -
(i) Le produit de deux objets libres

( (xaca, l<1<mA)
et A)

( Yi)acar 1<x<W1A)
est I'objet libre
T ((Z{X)AEAUA’,TgigmAerA)
(avecmy =0siA€ A" — Aetmy =0siAe A—A')
muni des projections définies par les équations

M=z AcA, 1<i<mg,

et .
W=z, ACA, 1<i<my.

(ii) Le produit de deux sous-objets

A An
ad RR (xo}(l)s"' ,XO‘(IZR)) ;’T<(X?JA€A,1§i§mA>
, )€

et
A An
R+ ) = T (i)
(R,B/)\ER’ yﬁ(l)v vyﬁ(,,R) (%\)AEA’JSISmA
est le sous-objet
- [Al A”R)

2y 0 Ey ()

A
T ((Zi )AGAUA’,1<i<n1A+m’)
(R,y)ER - A

oit R"" est la réunion disjointe de R et de I'ensemble des

(Ryy = (v(i) = ma, + B(i)i<i<ng ) pour (R,B) ER'.




N
Les produits fibrés d’objets libres

D’apres le lemme précédent, on est ramené au calcul
de I’égalisateur de deux morphismes entre deux objets libres.

Proposition. — Considérons deux morphismes entre deux objets libres

T (M acansismy) = T (#acar i<icmy)

définis par des équations

y?:xj%(l]\ AE.AIQ.A, 1S1Sm/l;y 1§fA(l)SmAy
et

y;“:ng[i), Ac A CA, 1<i<m), 1<gali)<my.

Alors leur égalisateur est I'objet libre

T ((x?)AeAfA’,lgigmA; (x,-'A)AeA’,léjSm;)
oit, pour tout A € A’ C A,

o lesjc{l,---,m;}sont des indices pour les classes d'équivalence
C] c {1)2»" : »mA}

pour la relation d’équivalence ~ engendrée par la relation

iy ~ip silexiste i€{l,---,my} telque iy =fali), ir =gali),
e ona posé les équations

o :xj’A pour tous A€ A’ i€ C C{l,- -ma}.
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Les produits fibrés d’objets

Lemme de réduction. —

Dans la catégorie Cs , considérons deux morphismes
entre des sous-objets liés et leurs prolongements entre
les objets libres ambiants:

GG X
S Xo
X,
Alors:
(i) Le produit fibré S1 X5y S2
s’identifie au produit fibré S1 xx, S2-

(ii) II s’identifie encore a I'image réciproque du sous-objet

51 X Sz — X1 X Xz
dans I'égalisateur des deux morphismes entre objets libres

X1 xXo=2Xp.
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Images réciproques de sous-objets liés

Le calcul des produits fibrés dans Cx se ramene a :

Proposition. —
Considérons un morphisme entre objets libres

T ((Macai<icm,) — T ((yf)AeA',lgfgmA)

définis par des formules

y?:x}i(i]» AEAIQA) 1§l§m,l4) 1<fA <mgy.

Alors l'image réciproque par ce morphisme d'un sous—objet

R(
(R,B)ER’

défini par un ensemble fini R’ de couples

(R,B) = (Ro— Av -+ Aug, B = (B() € {1, ,m} Dicicong )

y[_’,(l 29 ’y[_’, ) —T ((Vf‘)AeA',lgigm;‘)

est le sous-objet

A Ay
® /}GRR(x‘xl(l),... ,y“(ﬁR)) — T ((«f )AGAKKM)
N-3

défini par 'ensemble fini R des couples de la forme
(Ryx) = (R— A1+ A, o = =fa,(B@) € {1, ,maN1<i<ng)
pour (R,B) € R".




Induction sur les morphismes et les précribles

Ainsi, tout morphisme de Cx
§'—S
permet d’induire a partir de tout morphisme
X

W «—

un morphisme
X !
S /
qui forme avec lui un carré commutatif cartésien :
X' ——X

- |

S ——§

Par conséquent, tout précrible de S
(X; = S)ier
induit via S’ — S un précrible de S’
(Xi/ = Xi Xs S — S/)jej.
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Factorisation de morphismes entre des objets libres

Proposition. -
Considérons deux morphismes entre des objets libres de Cs

T ((Maeaicicmy) =X — Xo= ((Z?JAer,lgigmoA>

et
T <(y?)AeA"1gigm/g> =X"— Xo,
définis par des formules

Z?:qu(ijy Ae A CA, 1§1SmOA) 1§fA(1)SmA)
et

Z?:V?A(m Ac Ay C A, 1§i§mg, 1<gali) <mj.
Alors:

(i) Le morphisme X — X se factorise a travers X' — X si et seulement si

{o ona A’ C A,
o pourtout A€ Ay C A" C A galir) =galiz) = falir) = faliz).

(ii) Si cette condition est vérifiée, les factorisations possibles
sont indexées par les familles d’applications

hA:{ly"')mA}—>{1)"')mA}7 AGA/Q'A)
telles que, pour tout A € Ag C A’ C A,
fA :hA OgA.
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Le probleme général de factorisation

Lemme de réduction. — Dans la catégorie Cx, considérons deux morphismes
entre des sous-objets liés et leurs prolongements entre les objets libres ambiants:

=X
\ \
SOC—> Xo
/ /
S’C—> X/
S X
Alors les factorisations So sont les factorisations %
/ /
s’ X'

qui envoient le sous-objet S — X dans le sous-objet S’ — X'.
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N
Factorisation des morphismes entre objets liés

Considérons deux morphismes de Cs

An
S= /\ R( ( Py y X (]:1 )CH' T((x?)AGA,lgigmA) =X
(R,x)ER
T((z4) : ) =X
i JA€ Ag,1<i<n 0
et
A An
S'= A lR(yﬁl(l),..- ,x“(iR))(—> T((yf‘)AeA',lgigm/;) =X’

\

A —
T((Zi )AEA(]»lSl‘Sm%) = XO
définis par des formules

ZA*}L‘ , A€ A CA, 1<i<ml, 1<fali) <ma,
et

24 = x4

S

NON AGAOQA/a 1Si§m94, 1<gA()<mA

Corollaire. — Pour que S — X — Xy se factorise a travers S’ — X' — X, il est nécessaire que
o A'CA,
{' pour tout A € Ag C A" C A, galir) = galiz) = falir) =faliz).
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Calcul de factorisation

Théoréme. —
Dans les conditions ci-dessus, les factorisations de
S— X — Xy
a travers
S'— X' — Xy
sont indexées par les familles d’applications

ha:{1,---ym)}y —{1,--- ,ma}, A€ A'CA,
telles que
o fa=hgogspourtoutAec Ay C A’ CA,
o pour tout élément de R’
(R,B) = (R— Ay Aug, B=(B() € {1, ,m{ Mrcicn ) »
il existe un élément de R de méme premieére composante R

(R» o) = (R — Ap - 'AnR y X = (OC(Z) S {1) e vai})lSignR)

vérifiant
(i) = ha (B(i)), Vie{l,---,ngk
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Conditions de factorisation

Corollaire. —
Dans les mémes conditions, le morphisme

) ) S—X—Xo
se factorise a travers le morphisme
S — X' — Xy
si et seulement si
o onaA’ CA,
e pourtout A € Ay C A’ C A, onal'implication
galin) =galiz) = fali) = falia), Vir, i € {1,--- ,m},
e on peut associer a tout élément (R, B) de R’

un élément (R, ag) de R de méme premiere composante R — Aq - - - Ang

vérifiant les implications
B(i1) = Bli2) = aplin) = aplia)  si A; =A;, 1 <ip,ip <ng,
Bli1) =8alix) = aplit) =falia) si Ay =A€ Ay, 1<ii <ng, 1<ip <m,
B(i) = B'(i2) = aplir) = xps(i2) si (R'—A[---A; ,,B)ER,
1<i <ng, 1<i <ngr,
et Ay :Ai’z.
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