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N
Calculabilité locale pour les langages relationnels

Proposition. — Considérons un langage ¥ qui est “relationnel”,
c’est-a-dire sans symboles de fonction, réduit a des sortes et des symboles de relation.
Alors la catégorie syntactique cartésienne C§ de I est ainsi décrite :

(i) Ses objets sont indexés par les données combinatoires finies consistant en

e unensemble fini A de sortes de X,
o des multiplicités my > 1, A € A,
o un ensemTﬁni R de couples (R, o) constitués de
— un symbole de relation R — Ay -+ - Ap, de I,
—  une suite finie o« = (x(i) € {1,2,- - ’mAi})1<i<nR'

(i) Les morphismes d’un objet indexé par (A, me, R)
dans un objet indexé par (A’,m},R')
sont indexés par les familles d’applications
fA :{1)"' )m,g}*’{l»"' )mA}» Ae A QA,
telles que, pour tout couple (R — Ay --- Ay, B) € R/,
le couple (R — Aj - - - Ap, &)
défini par o(i) = fa,(B(i)), 1 < i < ng, est élément de R.

Conséquence : Une telle catégorie est localement calculable au sens que
e les ensembles de morphismes entre deux objets sont toujours finis et calculables,
e les produits finis et les produits fibrés sont calculables,
e le composé de deux morphismes est toujours facilement calculable.
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Réduction de la logique géométrique aux langages relationnels

Définition. — Soit & un langage du premier ordre.

(i) On note L' le langage relationnel déduit de ¥ en remplacant
chaque symbole de fonction f:Ay---Ay — B
par un symbole de relation ~ Re — Ay -+ - AuB.
(ii) On note T’ la théorie relationnelle de langage X"
définie par les axiomes associés aux symboles de fonctions f tAy---Ay — BdeX
T(f1 ) F (32P) Rf - xpnaB),
fol < xlinyBY ) A Re(x; X;? yB)'—XB:yB~

Définition. — A toute formule géométrique ¢ de L,
on associe récursivement une formule géométrique @" de X"
de la maniére suivante :

(i) On pose @ = @" sila construction de ¢ ne fait pas apparaitre le symbole de fonction,
en particulier si @ a la forme  R( fl . -x’,?"), xB =B, T(x’fl .- -x‘,?”) J_(xfl, .- ,xf}"),
(i) Sie=Veoi ¢=01 A Aguou ) = (37) 0(%,7),
i€l

onpose @ =\ @, 0= A N\ ojoue ()= (IY) 0" (% 7).
i€l

(iii) Si @1 est déduite de @ par une substitution de variables y? :f(x’f1 = ~x,?" ),
onpose @) =@’ /\Rf x1 Cexin ¥B)
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Présentation des topos par des catégories localement calculables
On rappelle :

Proposition. —
Pour tout topos £, il existe des théories géométriques du premier ordre T
qui sont “classifiées” par € au sens qu’existent des équivalences

E— g’]r . }
On a d’autre part :
Proposition. —
Soit T une théorie géométrique de langage L définie par des axiomes
e, i€l

Soit X le langage relationnel associé a L,

et soit T la théorie géométrique de langage X" associée a L.

Soit enfin T" la théorie géométrique de langage X"

qui est définie comme théorie quotient de T’ par les axiomes supplémentaires
Y, el

Alors :
(i) Les catégories syntactiques géométriques Ct et Cyr s’identifient
avec leurs topologies canoniques |t et Jpr.

(ii) Les topos classifiants Et et Exr de T et T" s’identifient.

(iii) Ona &y = (C/g) jy pour une topologie ]t sur la catégorie localement calculable C$,
engendrée par des précribles couvrants construits a partir des axiomes de T".
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Ecriture simplifiée des formules géométriques

Des regles de commutation de la logique du premier ordre. —
Soit X n'importe quel langage du premier ordre.

(i) Pour toutes formules géométriques de T en une suite finie de variables X,
o(X) et @iX), iel,
la formule @ (X) A\ \/ @;(X) est équivalente a la formule  \/ (@ (X) N\ @;(X)).
— i€l icl
(ii) Pour toutes formules géométriques @ (X) et (X, ) de Z,
la formule @ (X) N\ (3Y) W(X,y) est équivalente a la formule  (3y) (@ (X) ANP(X, 7).
(ili) Pour toutes formules géométriques @;(%,y),i € 1, de I,

la formule  (3Y)\ @i(X,¥) est équivalente a la formule  \/ (39) @; (X, 7).
i€l i€l

(iv) Les opérations de substitution a une variable x® d’une fonction x® :f(xlf1, e ,xﬁ,’”)

commutent avec les réunions arbitraires \/, les intersections finies /\

et les opérateurs de quantification existentielle sur d’autres variables (3).

4
Corollaire. — Toute formule géométrique dans un langage ¥ peut-étre réécrite sous la forme
e(X) = V3% (@1 (%) A A @iy, (3, %))
icl
oit chaque ©ijs i€l 1<j<mn; estune “formule atomique”.
—— 4

Rappel : Une formule est “atomique” si elle a la forme R(x’lql, s X ouxB =B

ou s’en déduit par un nombre fini de substitutions x? = f (xf1 g ,xf{” ).
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Familles de précribles associées a des séquents géométriques

Observation. —
Soit X un langage géométrique, et soit C§ sa catégorie syntactique cartésienne.
Alors :
(i) Toute formule atomique de X
ou plus généralement toute conjonction finie de formules atomiques

- , o @(%)
définit un objet de la catégorie C§..

(i) Si @(¥,¥) et W(X) sont deux conjonctions finies de formules atomiques,

'oubli des variables de la suite finie i définit un morphisme de C§.

PX Y A F) — $(F).

y
Définition. — Dans le contexte d’un langage géométrique X,
associons a toute paire de formules géométriques en une suite finie de variables X
. S e(x)  ¥(x)
écrites sous forme simplifiée
e(X) = VEI) eilx5)
icl
VE) =V 3 bkl ¥)
kekK
(oit les formules ; et \y sont des conjonctions finies de formules atomiques),
la famille P, , de précribles indexée par les élémentsi € 1
(@i(% %) A k(% k) — @i(F, %))k - )
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Expression topologique de la démontrabilité

Théoréeme. —

Soit T une théorie géométrique du premier ordre de langage X.
Soit J1 la topologie sur la catégorie syntactique cartésienne C.
qui définit le topos classifiant de T au sens que

&2 (€5 -
Alors un séquent géométrique de =
@(%) ()
est démontrable dans la théorie T si et seulement si
tout précrible élément de la famille Py, -,
est couvrant pour la topologie Jr. )
Corollaire. —
Si la théorie T de langage L est définie par la famille d’axiomes
(pj = 1]—’] ) ] € ] y
alors un séquent géométrique de ¥
ek
est démontrable dans T si et seulement si
tout précrible élément de la famille Py, v,
est couvrant pour la topologie de C§
engendrée par les précribles éléments des familles Pojwi ] €1
b
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N
Traduction topologique des démonstrations : la regle des coupures

La régle des coupures. —
Si e(X)FYE) et WE)ExE), aors  @X)Fx(X). J

Traduction topologique. —
Ecrivons sous forme simplifiée

e = VI(3fi) @i(%, %),
i€

ll)(f) = V (Hgk)ll)k(f)]?k))
keK

x(X) = V(3Z)xe¥,Ze).
teL

Si pour tout élément i € I le précrible

(@:i(%, %) AN (%, k) — 0i(%, X)) ek
est couvrant, et si pour tout élément k € K le précrible

(Wi, ) A xe(%,Ze) — Wr(F, i) e
est couvrant, alors pour tout élément i € I, le précrible

((Pi(f) 3?1) /\Xf (fy E@) h— (Pi(??, fi))ie]
est couvrant.
Remarque : On utilise les trois axiomes de :
(1) composition,

(2) factorisation,
(3) induction.
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Traduction topologique des démonstrations : la régle d’identité

La regle d’identité. —
Pour toute variable x* & valeur dans une sorte A, on a
TE) e =, )
Traduction topologique. —
Le monomorphisme de C§
(x4 = x4) — T()
est un isomorphisme, donc est couvrant. |

Remarque :

On utilise les deux axiomes de :
(0) identité,
(2) factorisation.
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Traduction topologique des démonstrations : les régles des égalités

La regle des égalités. —
(i) Onatoujours x4 =yAFyA =x4.
(i) Onatoujours x4 =yA Ayt =24 x4 =24,

v
Traduction topologique. —
(i) Le monomorphisme de C§
(A =) A A =54 — (4 =)
est un isomorphisme, donc est couvrant.
(ii) Le monomorphisme de C§
@ =yMAY =A@ =24 — (A =y Ay =2
est un isomorphisme, donc est couvrant.
— 4

Remarque:
On utilise & nouveau les axiomes de :

(0) identité

(2) factorisation.
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Traduction topologique des démonstrations : la réegle de substitution par une fonction

La régle de substitution par une fonction. —
Si @ (%) et (X) sont deux formules géométriques en une suite finie de variables X,

et @' (x7) et ' (R') sont les deux formules qui s'en déduisent

N . . . A/ ’
en substituant a I'une des variables x* de X unefonctwnf(xll Loy x,:,A”’ ) =4,
alors I'implication @ (X)) F P ()
entraine I'implication @/ (x") P’ (x7).

Traduction topologique. — Ecrivons les formules ¢ (X) et U (X) sous forme simplifiée
eX) =V(ED) e:(¥, %),
i€l

Y (¥) = V (35) Wi (&, i)
keK

ottles @; (X, ¥;) et Wi (¥, J) sont des conjonctions finies de formules atomiques.

A/ ’
La substitution par = f (xll Loy x,:,A ™) transforme celles-ci en des formules
e/ (X% et WX, ).
Si les précribles
(@i(%, %) A e (%, 5k) — @i(¥, X))k
sont couvrants, il en est de méme des précribles
(0! (F',8) AWLF, i) — 0] (F,%)),q

A7 1A
Asf T, ™)
S~ ot 2

induits par les morphismes @/ (¥', %) ©i(X,%).

Remarque : On utilise 'axiome (3) d’induction.
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Traduction topologique des démonstrations : la regle de substitution des égalités dans des termes

Définition. — Un “terme” h(X) en une suite finie de variables X @ valeur dans une sorte B peut étre
e une variable de X associée i la sorte B,
e une fonction en une partie des variables de X @ valeur dans la sorte B,
e une expression obtenue a partir d'une fonction a valeur dans la sorte B
par une suite finie de substitutions de variables par des fonctions.

y
La regle de substitution d’une égalité dans un terme. —
o 1A] 1A 1A] 1AL
Considérons deux termes g(x; ', -+ X, ™) et h(x," "y -+, x,, ™) @ valeur dans une sorte A.
Considérons une suite finie de variables ¥ qui comprend une variable x* associée & A,
o 50 AT o 1A{ 7

et la suite X' déduite de X en remplacant x* par 9 Spono it
Alors, pour tout terme k(X) et les termes ky (X'), kp (X ) qul s ‘en déduisent

o 1A] 1A’ Al
par les substitutions x4 = glx 1o x,™), x4 h( Lo ix, ™),
S L 1A 1A /A 1A,
Uimplication Thgly ™y ™) =hlx Yy x, ™)
entraine 'implication T & ki (X') = ko (X7).
— D

Traduction topologique. — Les termes g, 1 et k définissent des morphismes
TE) ==T® 5 Tk
h
Le monomorphisme (kog=koh)— T(X') est couvrant

si le monomorphisme (g ="h) — T(¥') est couvrant

puisqu’on a une factorisation (g="h) — (kog=koh).
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Traduction topologique des démonstrations : la regle de substitution d'une égalité dans une formule
La regle de substitution d'une égalité dans une formule. -

. Al Al Al
Soient deux termes g(x; ..., xm "y et h(x1 A RO x,; ™) q valeur dans une sorte A.
Soient une suite finie de variables ¥ qui comprend une variable x* associée a A
o =3 , = A{ Al
et la suite ¥' déduite de X en remplagant x* par xl/ oo, x,; m
Alors, pour toute formule géométrique @ (X) et les formules @ (¥'), " (¥')
3 e Ve . 1A{ 1A}, 1A{ IA)
qui s'en déduisent par les substitutions = SEE Bpo0e 98n L)), = &7 po0e p@n D))
2 9 /All /Ar{z /All /Ar/n
Uimplication T gl o X ™) =hx; "5 %, ™)
entraine I'équivalence @3(2') 4 @"(R). )
Traduction topologique. — Ecrivant sous forme simplifiée ¢ (¥) = \/ (3 ;) @;(, X;),ona
— iel
e(F) = V(ED) (¥, %) et @"(F)=V(ED) QT ).
i€l i€l
Les formules @ (¥/, X;) et @ (¥', %) sinscrivent dans des carrés cartésiens :
e A ) i ) Lallts Ldlleslells
OfF, H) = TEF,E) o, %) TE, %)

(% %) — T( (%, X;) @i )
1Is contiennent le sous—objet commun cp‘f()?’, Y)N(g=h) = <pf’( AN (g
et les deux monomorphismes
PIELTINg=h = T, %) @]FET)N(g=h) — ¢} (FT)
sont couvrants puisque le monomorphisme (g =h) < T(¥’) est couvrant par hypothese.

3<1

Il
= w
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Traduction topologique des démonstrations : la réegle des conjonctions finies

Cette régle se réduit a :

La regle de conjonction binaire. —
Etant données trois formules géométriques ¢ (X), P(X), x(X)
en une méme suite finie de variables X, on a l'implication

o FPAX

si et seulement si on a les deux implications
oFY et @kx.

Traduction topologique. —
Ecrivant sous forme simplifiée

o = V(3% ei(% %),

icl
¥ =V ) br(@, k)
keK
et
x =V 3ZdxeX,Ze),
teL

ona @kFv et @FXx
si et seulement si, pour tout i € I, les deux familles de morphismes

(@:i(%, %) AN r(%, i) — 0i(%, X)) ek
et
(@i(X%, X;) A xe (¥, Ze) — @i(%,X1)) e,

sont couvrantes.
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La regle de conjonction binaire: carrés cartésiens de recouvrements

Pour tous indicesi € I, k € K, £ € L, on a un carré cartésien:

@i(%, X)) A%, 7)) A xe(¥,Z0) — @i(X, X)) A xe(X, Z¢)

|

@i (%, X)) A%, i) ——————— @i(%, X))

<;

Comme les familles de morphismes

(‘Pi(f» -7?1) /\ll)k(f»gk) — (Pi(f, _‘i)]keK )
(0i(X%, X)) A xe (%, Ze) — @i(%,%1)) e,
sont couvrantes, on déduit des axiomes topologiques

(1) composition,
(3) induction,

que, pour tout i € I, la famille de morphismes

((Pi(f) fl) N Lbk(fv ]_/‘k) A Xt (fv Ef) — q)i(-fv J?i))kEK,eeL
est couvrante.
Cela traduit I'implication ¢ 1 /A X puisque
P A\ x s’écrit sous forme simplifiée
YAx =V 39 (3Z0) (Wil 1) A xe(X, Z0))-

kek
LeL
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Traduction topologique des démonstrations : la régle des disjonctions

La regle des disjonctions. —
Etant données des formules géométriques @ (X) et @i(X), k € K,
on ales implications  @(X) = @(X)  pour toutk € K
si et seulement si on a l'implication \/ @i (¥) = @(X).
kek

Traduction topologique.— Ecrivons sous formes simplifiées
o(¥) = V(3% e:i(¥,%),
i€l
0¥ =V 3Yk,0) Ox,e(¥, Fk,e)
[=Sn

et donc

VorX) =V 'V 3¥ke) 0ke(XYi,e)-

keK keK teLy
Limplication \ @k(¥) F @(X)

—  kekK
se traduit par le fait que, pour tous indices k € K, { € Ly, la famille
(0i(% %) N ke (F,Fk0) — Or,e (% Tk, 0))ieq

est couvrante.
C’est aussi la traduction de la famille d’implications

or(X) F (@), kek.

Remarque:
Ainsi, la regle des disjonctions est une tautologie dans sa traduction topologique.
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Traduction topologique des démonstrations : la regle des quantifications existentielles

La regle de quantification existentielle. —

Etant données des formules géométriques \(X) et @ (X, ),
Uimplication @ (X, ) P 1[)( X)

équivaut a l'implication (EI y] (X,9) Fz b ().

Traduction topologique.— Ecrivons sous formes simplifiées

V(X)) = V (3%) be(¥, %)

kek
@(fyg) = V (EIZE] (pe(f)yyze)y
terL
et donc
By eXy) = e\/L[ai)(HZe) ©e(¥,,Z0).
€

L'implication (X, ¥) %7 P (%)
se traduit par le fait, que pour tout indice { € L, la famille
(0e(Z,7,20) ANVk(%, %) — @0(%,4,Z0)) e
est couvrante.
C’est aussi la traduction topologique de I'implication

@(%,y) bz (X)
Remarque:

Ainsi, la regle de quantification existentielle est aussi une tautologie

dans sa traduction topologique.
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Traduction topologique des démonstrations : les regles de commutation

Les regles de commutation. —
(i) (Distributivité) Pour toutes formules géométriques @ (X) et @;(X),i € I,
la formule (%) N\ \/ @;(%)
i€l
équivaut a la formule  \/ (@ (X) N\ @;(X)).
- i€l

(ii) (Regle de Frobenius) Pour toutes formules géométriques ¢ (X) et \(X, ),

la formule @ (%) A (37) $(X,7)
équivaut a la formule  (35) (@ (%) AV, 7).

(ili) Pour toutes formules géométriques ¢;(%,%),i € 1,
la formule (34 (V @i(%, 7))
iel

équivaut a la formule  \/ (3Y) @i (%, ).
- i€l

Traduction topologique.—
Dans les trois cas (i), (ii) et (iii), les deux formules considérées
ont la méme réécriture sous forme simplifiée.

En fait, la réécriture des formules géométriques sous formes simplifiée

repose sur ces trois régles de commutation.

Autrement dit, ces régles de commutation sont contenues

dans le processus de traduction topologique des formules.
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